
  

  



 

     إثبات
أبولونيسة نظري   )  APOLLONIUS (  

بالرياضيةات الأساسي ) ة أم البسيطة التقليدي(  
BASIC MATHMATICS .  

  
  

  :النظرية رسما لأي مثلّث   

         
  

                                   
   أ 

    

        

 ب  
                                                              

                    ج

                             :   فإنَّ   
  لع  أ  ؛مساحة مستطيل الض:   ج       ×أ 

  لع ب ؛مساحة مستطيل الض:  ج     ×ب 
  . ج     لعمساحة مستطيل الض:  )ب +أ ( ج

  ج
  علاقة مستطيلة ، ؛ ١العلاقة .....  ب + أ    ̳

  .كل مستطيلة الش:  ج    ،    أ ، ب  مساحة  الأضلاع   من كلٌّ

١  

   ١الشكل :  
 



  
    : كالتالي   
  

              

                                                             

 أ
    ج    

        ب

                                                            
                                                                   :  ٢كل الش  

  
  

      

  ع ،مرب منهم مساحة بإعادة هيكلة مساحات المستطيلات ليساوي كلٌّ
، ٢  أ  ربعالممساحة  = ج       ×أ  ستطيلالم مساحة: فيكون 

  ، ٢ب  ربعالممساحة     =      ج     ×ب    ستطيلالممساحة   
ج    ربعالم  مساحة  =  )ب  + أ ( ج      ستطيللمامساحة 

٢  ،  
         :          كالتالي      
 أ    ̳  ج       ×أ              

       
  ج

       أ   ̳		    

               ج

  ٣الشكل   :

٢  

 ×جأ

  ) ب+ أ  ( ج
 

۰ ۹ْ        

۰ ۹ْ        

 مساحة      
   ل الضلع أمستطي

 
  مساحة   

   أالضلع  مربع

     ج  ×  ب

۰ ۹ْ        



              

   
+     أ     (   ̳	  × ج أ  : ١   

    ٢ 
+     أ (  ¯ج ( ¯٢ ) ج

    ٢ 
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+     أ    (   ̳            
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+     أ     ( ج٢ ¯ ٢ج ( ¯٢    ) ج
    ٢ 

أ     ( ¯ )  ج
    +

    ٢ 
  )  ٢ ) ج

														̳  
    ٢  ج + ج × أ +   ٢ج ¯ 

  ج ×أ     ̳ 	× جأ     :فبذلك      

   
                

  . ١معادلة ............... ٢ ) أ (  ̳   جأ		⇐			ج  ̳ أ  :لكن   
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                   ب   ̳ 											ب         
  

		                     ج               
	

  ج
+   ب    (   ̳  × جب:  ٢     

    ٢ 
+    ب(  ¯ج ( ¯٢ ) ج

    ٢ 
  ، ٢  ))  ج

+    ب    (   ̳          
    ٢ 

+    ب    ( ج٢ ¯ ٢ج ( ¯٢   ) ج
    ٢ 

+   ب    ( ¯ )  ج
    ٢ 

    )٢ ) ج

										̳   
    ٢  ج + ج ×ب +    ٢ج ¯

    :فبذلك     
  ج  ×ب     ̳		× ج ب           

٣   

  مساحة     
  الضلع ستطيلم 

  ب      

  مساحة     
   الضلع مربع 

    ب       
  ٤ الشكل  :
 



       
  . ٢ معادلة ...... ٢  ) ب (  ̳   ج  ×ب  	⇐		ج   ̳  ب  :لكن   

                                                     ج	  ̳																							   ج 	  ̳  )ب +أ(  ج        

                                   

                               

	  )ب  + أ (                ب  + أ    	
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  ج     ) ب + أ ( 	  ̳  × ج  )ب  + أ (  :فبذلك  

  . ٣معادلة ...)ب + أ  (ج    ̳ ٢ ) ج(	⇐		ج   ̳   )ب +أ (  :لكن    
    ٢، والمعادلة  ١بجمع المعادلة    

  ج أ   ̳ ٢ )  أ (	                           
  جب    ̳ ٢ ) ب(                           

  . ٤ معادلة  ... )ب + أ  (ج    ̳  ٢ )ب(+   ٢ ) أ (                
٤   

 مساحة     
  لضلع ا ستطيلم

    ج      
 

   مساحة      
  لضلع ا مربع 

    ج       
  

  ٥ الشكل :
 



  
  :كالتالي  عاما فنحصل على مثلّث قائم الزاوية     
            :     رسما      

  
  

             
           

                    
   ب            أ

                ج                                      
  
  
  

 ) ج(:     لكن  
٢ 
 
  .٣فرع ........  )ب + أ  (ج    ̳

  ٢ ) ج (   وبتعويض
  ؛ ٤بالمعادلة    )ب + أ  (ج    ̳

  : ه ألا وهيثثلّلم معادلة على  لنحص    
  . ٥ معادلة  ..... ٢ ) ب(+   ٢ ) أ (   ̳ 		 ٢ ) ج(

  ) ج( الضلع مربع
  .  )ب(إليه مربع الضلع مجموعا ) أ (مربع الضلع   ̳
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         ب   ×  ب
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  ٦ الشكل :  
 



  
  ج    :   المستطيلة بح العلاقةفتص

  ب    ؛+ أ    ̳
  :كالتالي ة عييربتعلاقة 

؛ ٣،  ٢،  ١معادلة   .... عيةتربيعلاقة    ۲ب+ ۲أ   ̳ ۲ ج
  متقدة ، مقدات الأساسيياضيا إجراءات الر ا بعلاقةمةمة إجراء  

  وأخرى )ة بما في ذلك المثلّث القائم الزاوي( لأي مثلّث  عامة مسستطيلة
  .للمثلّث القائم الزاوية  )تربيعية (  مربعية علاقة
  قائمالصحيحة للتطبيق على مثلّث   ۲ب+ ۲أ   ̳ ۲ ج: فتصبح العلاقة 

  ؛ نظريا مة إجراءات الرياضيات الأساسية إياها، مقدالزاوية 
  :كالتالي  
 أ               :رسما العلاقة   

       
 

   ج
  

ب
  ٧الشكل :              

  أ العلاقة......   ۲ب+ ۲أ   ̳ ۲ ج:   معادلة العلاقة      
  للوترالمقابلين  ضلعين الناتج مربع الضلع الواحد من : نصا  العلاقة  

  ، مجموعا إليه مربع الضلع الأخر يساوي ناتج مربعالقائم الزاوية  بالمثلّث
  ة الّتي عنينا اات الأساسيجراءات الرياضيإ وبأنَّ.ثلّثهما بم الوترضلع 

  اتة ، هي الإجراءات الّتي ا عنيت الرياضيسبق لإنتاج صحة النظري بما
٦   

۰ ۹ْ        



  
؛العلاقة أ ة لتحصيل الأساسي  

ياضيوهنالك فارق ما بين تطبيق إجراءات الرلتحصيل  ةات الأساسي
وبين تطبيق إجراءات ث ؛ مثلّ السابق متبعا م لأي،  وصحتهاالعلاقة أ 

لإثبات للمثلّث القائم الزاوية حاصلة العلاقة أ على  الرياضيات الأساسية
  .للتطبيق  وصحةًوالسابق ذكرها تحصيلًا صحتها ، 
ولمعرفة الفارق بين الت٧ق على شكل طبيقين ، نطب ياضيات إجراءات الر

مث ة الّتي أجريناهاالأساسي ا لأي؛ ٤ معادلة إلى  كاملة ١شكل لث عام  
  :حيث     

  مساحة مستطيل الضلع  أ  ؛:   ج       × أ 
  مساحة مستطيل الضلع ب ؛:   ج     × ب

  . ج       مساحة مستطيل الضلع:  )ب + أ(  ج
  أ ستطيلالممساحة ضلع =  ج     ستطيلالم  علمساحة ض : فبأنَّ

  : وذلك  ؛ ب ستطيلالمضلع مساحة  +
  لتكون ،لاثة من مساحات مستطيلام الثّ هيكلة كلٍّ  بإعادةإما 

  مساحة هيكل المستطيل الواحد من مستطيلام تساوي هيكل مساحة
٤،  ٣،  ٢، ١صفحة :  ٣،  ٢، ١كما بفرع    ، عٍمرب .  

أو بأخذ الجذر التلمساحة الض المستطيلات لع الواحد من أضلاعربيعي  
 ٧  



  
  .٣،  ٢، ١صفحة  : ٣،  ٢، ١حيث فرع لاثة ، مباشرة ، الثّ

كل فرع منهم يساوي الجذر التالي  ربيعيلمساحة ضلعه كالت:  
+   أ     (   ̳	 × جأ :   ١    

    ٢ 
+   أ(   ¯ج ( ¯ ٢   ) ج

    ٢ 
   ج        ×أ ⇂  ̳ ٢  )) ج

+   ب    (   ̳  × جب:  ٢   
    ٢ 

+    ب(  ¯ج ( ¯٢ ) ج
    ٢ 

   ج        ×ب⇂  ̳	، ٢  )) ج

ب+أ   (  ̳    ×ج )ب +أ (   : ٣   
٢       +  

 )ج   
 ٢

ب+أ( ¯  )ب+أ  (( ¯
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   ٢ ))  ج   +      

    × ج) ب+أ  (⇂   ̳                             
  ، اويةث قائم الزفنحصل على مثلّ

لع الواحد من أضلاعهالض من ضلع الّذي بالأصل هيكل عه هيكل مرب
 إعادةبعد  أضلاعه مساحة مستطيل تربيعه يساوي ،تربيعية أضلاعه 
 هيكلتهم إلى ٧شكل  بمثلثهم الأصلالتربيعية من هيكلتهم   هيكلتهم
وذلك  ،أضلاعه  ؛ بفارق بطول بمثلثهم القائم الزاويةالأخرى  التربيعية

ود بسبب تطبيق العلاقة المستطيلة على مثلّث قائم الزاوية ، رغم وج
وبصحة ،  ٦صفحة  التربيعية لتطبيقها على  هيكل أضلاعه التربيعية  العلاقة
  ةً للمثلّث القائم الزاويةعامعلاقة  همنتج

٨    



  
  ، ٦صفحة    ؛ة هيكل أضلاعه التربيعي لتطبيقها على

  ابقة ،، الس ٤المعادلة ............. ب + أ =  ج          :    فتصبح المعادلة
  لع، أ ، ب هيكل مساحة الض ج          من الأضلاع لة لمساحة كلٍّمعاد

  :ة كالتالي عييالواحد فيهم ترب
  اتياضينتاجها بالر. ....  ٥المعادلة .......  ۲ب+ ۲أ   ̳ ۲ج 

ة ؛ الأساسي  
                                  

  الإثبات
  ، بشكله الكامل  مستطيلًا  ٧الشكل  بتكميل

  :كالتالي      
۹ْ ۰    أ                                                 

  
  ٨الشكل   :          ب  

                                          
    ج        ب

              أ

  :ينتج التالي   
  قطر من قطرين المستطيل ، وبتطبيق الرسم على:  ج

  .الشكل بطريقتين 
  :برسم القطر الثّاني  للمستطيل :  ١لتطبيقا

٩  



  
  ٩ الشكل :           ب   ۹ْ ۰   أ                                              

      ج      ب                                         
  أ 

  :فينتج التالي       
  نهما الأخر ؛ ونسميمستطيل فيه القطرين متساويين ينصف كلٌّ م     
  بـ م         :    ج           كلُّ قسم من قسمين القطر     
  بـ د :    الأخر وكلُّ قسم من قسمين القطر     
  ٩شكل ....   ج       أ ، ب ،  وبالنظر إلى قطعين المثلّث     

    

   : كالتالي     
                                            

 د  ۹ْ ۰   أ 
 

     ب 
   

   ١٠ الشكل :            م       د       م     ب                                                                                             

  .٦المعدلة ......  ٢)م ٢( =  ۲ب+ ۲أ
  .٧المعدلة ......  ٢)د ٢( =  ۲ب+ ۲أ

  ٧لمعادلة ، وا٦وبجمع المعادلة    
  ٢د٤+ ٢م٤= ۲ب٢+ ۲أ٢

  : على إثنين نحصل على الناتج وبقسمة     
١٠  



   
  . ۸المعدلة ......  ٢د٢ + ٢م٢=  ۲ب+  ۲أ

   قائم الزاوية ، وهو نتاج تطبيق الرياضيات ج        ، ب ، بما أنّ المثلّث أو
  ة تطبيق، لا ينفي صح١شكل من البداية على أي  مثلّث  الأساسية

  فالمعادلة هي نتاج تطبيقات ما على أي مثلّث ، ۸دلة اعالم
  متقدمة ا  سبقها وهي عامة ، فنحصل على نظرية عامة

  لأي مثلّث بما في ذلك المثلّث القائم الزاويةالأساسية  الرياضيات
  بالأبولُّونسيات ؛ إجراءاا السابقةومن الممكن تسمية   

  :كالتالي   
APOLLONIUS(نظرية أبولونيس              

  (  
                                     : النظرية رسما   

د  ۹ْ ۰أ   
  

               ب

    
                م                                       م                                                  

  
  .  ٢د٢+ ٢م٢= ۲ب +۲أ: النظرية معادلةً   
  ، فإنّ )بما في ذلك المثلّث القائم الزاوية  ( بأي مثلّث:  النظرية نصا    
   ، مجموعا إليهللوتر  من ضلعين الزاوية المقابلة  الضلع الواحد ناتج مربع 

١١   

۸الشكل       :
  

 



  
  الواحد ، الوتر الأخر ، يساوي ناتج ضعف مربع نصف  مربع الضلع  
  .الأخر  الوتر اتج ضعف مربع نصف مجموعا إليه ن  
  ، بشكله الكامل متوازي أضلاع ،  ١بتكميل الشكل و : ٢التطبيق  
  على الأخر ، وبرسم ضلعٍ من الزاوية المنفرجة ، قائماوتره  وبرسم  
  كلا من  ، ونسمي المسافة مابين نقطة تقاطع    د ـونسميه بالوتر   
  ٩كل شبـ   و   : م ٢مع الوتر     ′الضلعين د ، د  
  :الأخر ؛ ونسمي  وتريهماينصف كلٌّ من وترين  :فنحصل على   

  .م :  ـب    ج      الوتركلُّ قسم من قسمين      
  ؛ ٥ونطبق المعادلة  .د  : الأخر بـ  الوتر  وكلُّ قسم من قسمين  
             :كالتالي      

 ب

أ 
٠ د     م   

º٩
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ب  

   أ

 
 

  ٩الشكل       :                             

۲أ   
  . ١معادلة .........  ۲)و + م ( +  ۲′د=  

  . ٢معادلة ......... ۲)و _ م ( +  ۲′د=  ۲ب
  ؛٢، معادلة ١بجمع معادلة   

  . ٣معادلة ..... ۲و٢+ ۲م٢+  ۲′د٢=  ۲ب+ ۲أ:  ينتج 
  ۲د٢=  ) ۲و+  ۲′د (٢ ⇐ ۲د=  ۲و+ ۲′د: لكن          

١٢  



       
  ٣بالتعويض بالمعادلة    

  نتاجها بالرياضيات     ...٤معادلة .. ۲د٢+  ۲م٢=   ۲ب+ ۲أ      
  .بولُّونيسيات بالأإجراءاا  ومن الممكن تسمية الأساسية ؛     

  النظرية العامة لأي مثلّث ؛ ألا وهي : النتيجة   
APOLLONIUS(نظرية أبولونيس 

  (  
   ب                د     أ          :    النظرية رسما   

     م      م                                                                                      

  .                  ٢د٢+ ٢م٢= ۲ب+ ۲أ: النظرية معادلةً   
   ، فإنّ )بما في ذلك المثلّث القائم الزاوية  (بأي مثلّث :  النظرية نصا   

  لقطر  ،لالضلع الواحد من ضلعين الزاوية المقابلة  ناتج مربع
  مربع الضلع الأخر ، يساوي ناتج ضعف مربع نصف مجموعا إليه

  .الأخر القطر الواحد ، مجموعا إليه ناتج ضعف مربع نصف القطر  

 ٢ (٢=   ۲ب+ ۲أ:     حسابيا 
٢   

  ٢ (٢+  ٢) م
٢
    د  

   (٢ .  
  .يونس  أبو/ عصام أحمد خالد الكردي : إعداد 

 ١٣   

 ١٠الشكل       :



  
  


